
1. Ïóñòü ωk äèôôåðåíöèàëüíàÿ k-ôîðìà â Rn. Äîêàçàòü, ÷òî dωk = 0 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî îðèåíòèðóåìîãî äèôôåðåíöèðóåìîãî
(k + 1)-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ⊂ Rn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫
∂M

ωk = 0.
2. Ïóñòü îðèåíòèðóåìîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå M ñîñòîèò èç k êîìïîíåíò ñâÿç-

íîñòè. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îðèåíòàöèé ìîæíî çàäàòü íà M?
3. Ïóñòü fi ∈ C1(Rn) è ñèñòåìà óðàâíåíèé f1(x) = f2(x) = · · · = fk(x) = 0 k < n, çà-

äàþùàÿ ìíîæåñòâî ðåøåíèé M èìååò ïîëíûé ðàíã âî âñåõ òî÷êàõ x ∈ M . Äîêàæèòå,
÷òî M � îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå.

4. Ïóñòü L � ëèñò Ì¼áèóñà. Ðàññìîòðèì "òîëñòûé ëèñò Ì¼áèóñà"M(ε) = ∪x∈LB(x, ε).
Äîêàæèòå, ÷òî ∂M(ε) � îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå.

5. Ïóñòü ω2k - äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2k-ôîðìà â Rn. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìà ω2k∧dω2k

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.
6. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå 4u(x, y, z) = f(x, y, z) èìååò ðåøåíèå äëÿ ëþáîé ôè-

íèòíîé ôóíêöèè f ∈ C1(R3). Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ôèíèòíîå âåêòîðíîå ïîëå a : R3 →
R3 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû a = grad(g) + rot(u).

7. Ïóñòü ω1, . . . , ωk äèôôåðåíöèàëüíûå 1-ôîðìû â Rn, k < n è Ω = ω1 ∧ · · · ∧ ωk.
Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé

a) Äëÿ âñåõ i dωi =
∑

j λij ∧ ωj, ãäå λij � íåêîòîðûå 1-ôîðìû.
b) dΩ = λ ∧ Ω, ãäå λ � íåêîòîðàÿ 1-ôîðìà.
ñ) Äëÿ âñåõ i dωi ∧ Ω = 0.
8. Ïóñòü S = {z = −x2

a2 − y2

b2
+ c2, z ≥ 0}. Äîêàæèòå, ÷òî

∫ ∫
S

cos(r̄,n̄)
||r||2 dH2 = 2π.

9. Ïóñòü ϕ, ψ : Rm → Rn ∈ C1, ωk � äèôôåðåíöèàëüíàÿ k-ôîðìà â Rn, M ⊂ Rm �
êîìïàêòíîå îðèåíòèðóåìîå äèôôåðåíöèðóåìîå k-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, k ≤ m ≤ n.
Ïóñòü äëÿ âñåõ x ∈ M ϕ(x) = ψ(x), äîêàæèòå ðàâåíñòâî

∫
∂M

ϕ∗ωk =
∫

∂M

ψ∗ωk.

10.Ïóñòü S � ñôåðà â R3 ñ öåíòðîì â òî÷êå 0, C ⊂ S � çàìêíóòûé êîíòóð êëàññà
C1, n(x) � âåêòîð íîðìàëè ê C êàñàòåëüíûé ê S, r = (x, y, z). Äîêàæèòå, ÷òî∫
C

n(x)× r dH1 = 0.

11. Ïóñòü U ⊂ R3 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî è ∂U � äèôôåðåíöèðóåìîå ìíîãîîáðà-
çèå. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî x ∈ U diva(x) = 0 è äëÿ êàæäîãî x ∈ ∂U (a(x), n(x)) = 0, ãäå
n(x) � íîðìàëü ê ∂U . Äîêàæèòå ðàâåíñòâî

∫ ∫
U

∫
adµ = 0.

12. Ïóñòü C = {(x(t), y(t), z(t))} ïðîñòîé çàìêíóòûé êîíòóð êëàññà C1, íå îõâà-
òûâàþùèé îñü x, òàêîé ÷òî åñëè x(t1) = x(t2), òî y2(t1) + z2(t1) 6= y2(t2) + z2(t2).
Äîêàçàòü, ÷òî îáú¼ì òåëà, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì êîíòóðà C âîêðóã îñè x ðàâåí
π| ∫

C

(y2 + z2)dx|.
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