
1. Ïóñòü f : R → R íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ìåðà çàäàííàÿ ñîîò-
íîøåíèåì Φ((a, b)) = f(b)− f(a) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ôóíêöèÿ f àáñîëþòíî íåïðåðûâíà.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà µ-èçìåðèìû ïî Êàðàòåîäîðè, òî
âíåøíÿÿ ìåðà µ àääèòèâíà íà óäàë¼ííûõ ìíîæåñòâàõ.

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íàéä¼òñÿ σ > 0, äëÿ êîòîðîãî Hn
σ (A) = 0, òî Hn

δ (A) = 0 äëÿ
âñåõ δ > 0.

4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A ⊂ Rn è |A| = 0 (| · | � âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà), òî è
Hn(A) = 0.

5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè ïî Õàóñäîðôó.
6. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ëèïøèöåâà îòîáðàæåíèÿ èç (0, 1) íà (0, 1)2.
7. Ïóñòü HA(ε) � íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì ìîùíîñòè ìèíèìàëüíîé ε-ñåòè ìíîæå-

ñòâà A è κ(A) � ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà A ïî Õàóñäîðôó. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
lim inf

ε→0

HA(ε)
ln(1/ε)

≥ κ(A). Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîæåñòâà äëÿ êîòîðîãî íåðàâåíñòâî ñòðî-
ãîå.

8. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïî Õàóñäîðôó êàíòîðîâà ìíîæåñòâà.
9. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå èìååò íóëåâóþ ðàçìåðíîñòü

ïî Õàóñäîðôó.
10. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà R3, åñòåñòâåííûì îáðàçîì

âëîæåííîå â R9. Íàéäèòå κ � åãî ðàçìåðíîñòü ïî Õàóñäîðôó è Hκ(M).
11. Ïóñòü C � êðèâàÿ êëàññà C1 â Rk, òàêàÿ ÷òî äëÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà τ â

ïðîèçâîëüíîé òî÷êå êðèâîé ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (τ , ei) ≥ 0, äëÿ âñåõ îðòîâ ei.
Äîêàæèòå, ÷òî H1(C) ≤

√
k||E −B||, ãäå B, E � íà÷àëî è êîíåö êðèâîé C.

12. Ïóñòü êðèâàÿ y = f(x) ∈ C1[a, b] âðàùåíèåì âîêðóã îñè x ïîðîæäàåò ïîâåðõ-
íîñòü S. Äîêàæèòå, ÷òî H2(S) = 2π

∫ b

a
|f(t)|

√
1 + (f ′(t))2dt.

13. Ïóñòü S = ∂B � ñôåðà â R3 åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, U ⊂ S � îáëàñòü íà ñôåðå
S, M � êîíóñ c âåðøèíîé â öåíòðå øàðà B, âûðåçàåìûé èç B îáëàñòüþ S. Äîêàæèòå
ðàâåíñòâî H3(M) = 1

3
H2(U).

14. Ïóñòü M ⊂ Rn � êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n − 1 êëàññà C1.
Ðàññìîòðèì åãî "óòîëùåíèå"Mε = ∪x∈MB(x, ε). Äîêàæèòå ðàâåíñòâî lim

ε→0

Hn(Mε)
2ε

=

Hn−1(M).
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